















definición	 que,	 teniendo	 el	 mismo	 rigor	 que	 la	 definición	
métrica,	 evita	 el	 formalismo	 ε-δ	 y	 hace	 más	 asequible	 su	
comprensión.	 Aquí	 se	 presenta	 parte	 de	 la	 inves@gación	
realizada,	 la	 definición	 construida	 y	 el	 uso	 de	 ésta	 para	





1.  Las	dificultades	 que	 conlleva	el	 aprendizaje	de	 la	noción	de	
límite	en	Educación	Secundaria	 fue	mo@vo	de	preocupación	
para	 mí	 desde	 mis	 inicios	 de	 Profesor	 de	 Matemá@cas	 en	
Bachillerato,	y	en	 la	década	de	 los	80	construí	un	programa	
interac@vo	 de	 ordenador	 para	 enseñar	 (facilitar	 los	
aprendizajes)	de	la	conceptualización	métrica.	
2.  Creencia	de	que	límite	es	uno	de	los	conceptos	matemá@cos	





3.  Tras	un	período	de	 inac@vidad	 (sin	u@lizar	el	 concepto)	 los	
alumnos	 (y	 profesores)	 @enen	 serias	 dificultades	 para	




y,	u@lizando	 la	mecánica	de	 ciertas	 técnicas	 sencillas	o	no,	
también	 logran	 resolver	 problemas	 de	 cálculo	 de	 límites,	







pero	 no	 llegan	 al	 límite	 (0,9,	 0,99…	 no	 llega	 a	 uno).	 Los	 términos	 de	 la	



























































3.  Definición	 formal:	 “…Decimos	 que	 f(x)	 Hende	 al	 límite	 L	










El	 problema	 de	 inves@gación	 se	 centra	 en	 el	 diseño	 de	 una	
secuencia	 de	 enseñanza-aprendizaje	basada	 en	 una	 definición	 de	
límite	adecuada	tanto	para	sucesiones	como	para	funciones.	
Se	 desea	 aprovechar	 el	 hecho,	 ya	 señalado	 por	 muchos	 de	 los	
inves@gadores	 citados,	 de	 que	 los	 alumnos	 u@lizan	 más	 las	
concepciones	 que	 poseen	 del	 concepto	 de	 límite	 que	 la	 propia	
definición	formal,	y	que	es	la	concepción	dinámica	 la	más	potente	













a.  Los	 cuatro	 actos	 de	 comprensión:	 Iden@ficación,	
discriminación,	generalización	y	síntesis.	














la	pueda	 suponer,	sin	que,	no	obstante	 la	 can/dad	que	 se	aproxima	pueda	
jamás	 sobrepasar	 a	 la	 can/dad	 a	 la	 que	 se	 aproxima;	 de	 manera	 que	 la	
diferencia	 entre	 una	 tal	 canHdad	 y	 su	 límite	 sea	 absolutamente	 inasignable.	
(D’Alembert,	Encyclopedie,	1751-1784).	
3.	Siglo	XIX	y	principios	del	siglo	XX.	AritmeHzación	del	análisis		
	 ….,	 cuando	 los	 sucesivos	 valores	 que	 toma	 una	 variable	 se	 aproximan	
indefinidamente	a	un	valor	fijo,	de	manera	que	terminan	por	diferir	de	él	en	tan	



















Se	 diseñaron	 unas	 categorías	 de	 contenido	 matemáCco	 para	
analizar	el	contenido	curricular	y	evaluar	la	relación	contenido-
profesor	en	la	secuencia	didác@ca	que	se	implementó.		
• El	 límite	 secuencial	 debe	 introducirse	 de	 forma	 numérica,	
discriminando	 tendencias	 finitas	 e	 infinitas,	 para	 facilitar	 el	
estudio	de	tendencias	funcionales.	
• En	 una	 segunda	 etapa	 se	 debe	 profundizar	 e	 incluir	 la	
aritmé@ca	como	preparación	del	límite	funcional.		
• El	alumno	habrá	ganado	madurez	y	conocimientos	para	hacer	







después	 de	 fomentar	 el	 interés	 por	 el	 concepto	 mediante	 el	
establecimiento	de	 su	u@lidad	 como	herramienta	para	 resolver	
ciertos	problemas.	
El	concepto	de	límite	no	es	sólo	la	definición,	es	mucho	más	rico	
y	 engloba	 un	 comportamiento	 funcional	 que	 no	 puede	 ser	
aislado.		
La	unicidad	del	límite,	el	encaje,	el	signo,	la	aritmé@ca,…	son	
caracterís@cas	 funcionales	de	@po	 local	que	están	 implícitas	





aproximación	 óp@ma	 mejora	 la	 comprensión	 del	 límite	
funcional	y	es	ú@l	para	establecer	resultados	sencillos.	
2.  El	 tratamiento	 del	 límite	 finito	 en	 un	 punto	 como	
aproximación	 óp@ma,	 y	 no	 como	 simple	 aproximación	 o	
aproximación	 subje@va,	 es	 una	 opción	 ventajosa	 a	 los	
tratamientos	existentes	para	que	los	alumnos	comprendan	el	
concepto	y	lo	puedan	aplicar	a	casos	sencillos.	
3.  La	 definición	 del	 límite	 finito	 en	 un	 punto	 como	





4.  La	 noción	 de	 límite	 lleva	 consigo	 graves	 dificultades	 de	
comprensión,	 sea	 cual	 sea	 la	 presentación	 que	 se	 haga.	




resto	 de	 los	 límites,	 puesto	 que	 se	 u@lizan	 en	 situaciones	
muy	 dis@ntas:	 el	 primero	 es	 la	 base	 de	 cues@ones	 sobre	
con@nuidad	 y	 derivabilidad,	 mientras	 que	 el	 segundo	
aparece	 en	 el	 estudio	 de	 ramas	 infinitas	 y	 asíntotas	 de	
funciones.	


















2.- Observa la siguiente secuencia:
 
	
•  Si	 la	 superficie	del	 cuadrado	 inicial	es	1	 cm2,	 ¿qué	 fracción	
rayada	corresponde	a	cada	elemento	de	la	secuencia?		


















con@nuamos	 el	 proceso	 indefini-






Afirmaciones de los alumnos sobre la tendencia del producto 
an→ bn→ an·bn→ an→ bn→ an·bn→ 
0 +∞ 0	 68%	 +∞ +∞ +∞ 100%	
0	 +∞ Indet	 21,1%	
-∞	 +∞ 
-∞ 89,5%	
0	 +∞ +∞ 10,5%	 Indet 10,5%	
Cuando	 se	 trata	 de	 suma	 de	 sucesiones	 los	 resultados	 son	
posi@vos	casi	en	el	100%	de	las	respuestas,	salvo	en	el	caso	de 
indeterminación	(→+∞)	+	(→- ∞).
En	general,	 se	observa	que	 los	alumnos	@enen	 la	 concepción	
del	infinito	como	un	número	e	intentan	operar	con	él,	incluso	






Afirmaciones de los alumnos sobre la tendencia del cociente 
an→ bn→ an/bn→ an→ bn→ an/bn→ 
K>0	 0─	
Indet 42,15	
-∞ -∞  
Indet	 41,1%	
+∞  26,3%	 +∞  36,8%	
-∞  10,5%	 1	 15,8%	
0	 5,3%	 -∞  5,3%	
NC	 5,3%	
k	 -∞  
0	 63,2%	
-k	 5,3%	 -∞  26,3%	
±∞   5,3%	 NC	 5,3%	
+∞  K>0	 +∞  100%	 Indet	 5,3%	
0	 0	
0	 78,9%	
k	 +∞  
0	 63,2%	
indet	 21,1%	 +∞  26,3%	
-∞  K<0	 -∞  89,5%	 NC	 5,3%	




Afirmaciones de los alumnos sobre la tendencia del producto 










0	 		57´9%	 +∞ 10´5%	
Indet	 36,8%	 NC	 10´5%	
+∞ 5,3%	 -∞ 5´3%	
+∞ +∞ 




Indet	 10´5%	 +∞ 15´8%	
+∞ -∞ 
0	 68´4%	 NC	 5´3%	
Indet	 21´1%	 Indet	 5´3%	









































Generalización	 de	 límite	 como	 valor	 cuyas	




del	 número	 al	 que	 se	



















Las	 definiciones,	 al	 igual	 que	 la	 secuencia	 didác@ca	 de	 la	






de	 él	 (para	 todo	 p>k)	 todos	 los	 términos	 ap	 mejoran	 dicha	
aproximación.	
	







La	 generación	 de	 tablas	 numéricas	 ayuda	 a	 comprender	 el	 concepto.	
Aquí,	 considerando	 la	 sucesión	 1+log(n2+1)-log(n2),	 nϵN	 y	 la	 tabla	
generada	con	GeoGebra,	se	trata	de	lo	siguiente:	
1.  Conjeturar	cuál	puede	ser	el	valor	del	límite.	(el	límite	es	1)	
2.  Considerada	 una	 aproximación,	 por	 ejemplo	 1,001,	 encontrar	 el	
entero	K	tal	que	a	par@r	de	él	todos	los	términos	de	la	sucesión	que	
aparecen	en	la	tabla	mejoran	la	aproximación	fijada.	
n	 an	 n	 an	 n	 an	 n	 an	 n	 an	 n	 an	
2	 1,22314	 8	 1,01550	 14	 1,00509	 20	 1,00250	 26	 1,00148	 32	 1,00098	
3	 1,10536	 9	 1,01227	 15	 1,00443	 21	 1,00227	 27	 1,00137	 33	 1,00092	
4	 1,06062	 10	 1,00995	 16	 1,00390	 22	 1,00206	 28	 1,00127	 34	 1,00086	
5	 1,03922	 11	 1,09823	 17	 1,00345	 23	 1,00189	 29	 1,00119	 35	 1,00082	
6	 1,02740	 12	 1,00692	 18	 1,00308	 24	 1,00173	 30	 1,00111	 36	 1,00077	





tal	 que	 a	 par@r	 de	 él	 (p>k)	 todos	 los	 términos	 ap	 son	
posi@vos.	
Demostración.	










Toda	 sucesión	 (an)nϵN	 monótona,	 creciente	 y	 acotada	
superiormente	@ene	 límite	 (Es	suficiente	con	que	 la	sucesión	
sea	no	decreciente).	
Demostración.	
Como	 (an)nϵN	 está	 acotada	 superiormente,	 @ene	 extremo	
superior.	 Sea	 L	 este	 extremo	 superior	 y	 sea	 H	 una	
aproximación	 de	 L	 (H<L).	 Por	 ser	 L	 el	 extremo	 superior,	
exis@rá	un	kϵN	tal	que	ak	estará	más	próximo	a	L	que	H,	y	por	
ser	monótona	creciente	también	estarán	más	cercanos	todos	






Sea	 f	una	 función	y	a	un	número	 real,	el	número	L	 es	el	 límite	de	 la	
función	 f	 en	 el	 punto	 a,	 y	 se	 escribe	 límx→af(x)=L,	 sií	 para	 cualquier	
aproximación	H	de	L	 (H≠L)	 existe	otra	aproximación	K	de	a	 (K≠a)	 tal	


























a	 L-ε,	 L-ε	 y	el	entorno	 reducido	de	a	genera	una	banda	ver@cal.	 Estas	
bandas	determinan	el	rectángulo	ADCB	 	y	L	es	el	 límite	de	f	en	A	sií	 la	




considerando	 la	 función	 f(x)=(1+x)/(1+sen2(x))	 y	 la	 tabla	 generada	 con	
GeoGebra,	se	trata	de	lo	siguiente:	
1.  Conjeturar	cuál	puede	ser	el	valor	del	límite	(x→0	y	el	límite	es	1).	
2.  Considerada	 una	 aproximación	 del	 límite,	 por	 ejemplo	 1,0005,	
encontrar	el	entorno	reducido	del	límite	de	x	tal	que	todas	las	imágenes	
de	este	entorno	mejoran	la	aproximación	fijada	(-0’00044,	0’00039)	
x	 f(x)	 x	 f(x)	 x	 f(x)	 x	 f(x)	
-0,1	 0,89112	 -0,00204	 0,99796	 -0,00059	 0,99941	 -0,00028	 0,99972	
0,025	 1,02436	 0,00156	 1,00156	 0,00051	 1,00051	 0,00025	 1,00025	
0,01111	 0,98877	 -0,00123	 0,99876	 -0,00044	 0,99956	 -00023	 0,99977	
0,00625	 1,00621	 0,001	 1,001	 0,00039	 1,00039	 0,00021	 1,00021	
-0,004	 0,99598	 -0,00083	 0,99917	 -0,00035	 0,99965	 -0,00019	 0,00081	











































•  Considerando	 que	 L’	 es	 límite,	 exis@rá	 un	 entorno	 reducido	 de	 a	 tal	
que	 las	 imágenes	de	todos	sus	puntos	mejoran	dicha	aproximación	y,	
por	tanto,	serán	menores	que	M.	




















Estos	 teoremas	 también	 se	 pueden	 probar	 aplicando	 nuestra	 definición.	 En	 el	








































numérico	 y	 gráfico,	 huyen	 del	 formalismo	 y	 el	 uso	 de	 soware	 es	
muy	mo@vador.	
El	aprendizaje	del	concepto	presenta	numerosísimas	dificultades,	se	
verifican	 las	hipótesis	 enunciadas	 y	 se	han	 corroborado	 las	 tesis	de	
los	antecedentes.		Aquí	sólo	destaco	dos	aspectos:	
•  La	 no	 discriminación	 entre	 funciones	 con	 límite	 en	 un	 punto	 y	
funciones	sin	límite	en	un	punto.	A	buena	parte	de	los	alumnos	les	
resulta	 imposible	escribir	una	 función	que	no	 tenga	 límite	en	un	
punto.	
•  Hay	 numerosas	 diferencias	 entre	 las	 definiciones	 dadas	 por	




La	 definición	 construida	 es	 esta	 inves@gación	 es	 preferida	 por	 los	







La	 escritura	 simbólica	 bastante	 usual	 de	 las	 indeterminaciones	 es	
confusa	y	les	lleva	a	error.	En	su	lugar	se	deben	escribir	tendencias:					
A	modo	de	conclusión	II		
Tomás	Ortega.	Didác@ca	de	la	Matemá@ca.	Universidad	de	Valladolid	
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Entre	la	intuición	y	el	formalismo	hay	una	concepción	
de	límite	tan	rigurosa	como	la	métrica	pero	menos	
formal:	la	definición	como	aproximación	ópCma.	Los	
alumnos	la	comprenden	mucho	mejor	y	puede	ser	la	
antesala	para	la	comprensión	de	la	definición	métrica.	
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